O kilku klasach 


równań różniczkowych liniowych, rzędu w”. 
Przez 


A. J. Stodółkiewicza. 


PONO PORANNA RYNNY 


(Rzecz przedstawiona na posiedzenia Wydz. mat.-przyr. z d. 3 października 1892 r. ; 
ref. członek Zajączkowski ). 


— o 


Weźmy równanie różniczkowe liniowe postaci ogólnej 


d'y dy” A dy dy = 1 
jp tX, gęsi? © gpat "FX zt MY=X, (1) 
w którem X,, X,,..., X,, X są pewne funkcye zmiennej nieza- 


leżnej c, i oznaczmy 


dy”? dy” 3 dy r d , 


tedy mnożąc równania (1) i (2) odpowiednio przez czynniki 1, p., Wg; 
; Um ; Wns; 1 dodając do siebie, otrzymamy: 


y’ d 
dy + e = 


da (n—1) di (n—2) d (n—3) 
3 ROMĄ E a 1 


ZSZ PARĘ YA 6. 


-XK_y-Kytuy"" H YEP H oo Hna Y Fu Y- 
19 


Rozprawy mat.-przyr. T. XXVL 


(3) 
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Załóżmy dalej, że 


(4) Y"? +MYT" + u, p» Foe F Para Y' H Mny = u 
natenczas, po wyrugowaniu y*"* z równania (3) przy pomocy zwiazku (4) 
i po zrównaniu do zera spółezynników przy y"*, y”"%,..., Y, Y, 


otrzymamy następujący układ równań na wyznaczenie ilości p, , pu ,..., Min: 


dh, 

z = a a E E. a A 

dus 4 s 

dx = Pa (pa X,) + X, Hz » 
(5) P 

ANA Ga w 

ES FY Un—> (Ha Aha Hn—1 > 

Si - p (MBR 

dz nt 1 1 ny 
tudzież, jedno równanie, określające funkcyę u 

du _ 


Korzystając z postaci równań (5), możemy łatwo wyprowadzić wa- 
runki całkowalności dla następującej klasy równań różniczkowych : 


d? 2 
0 Ho X) go! + (a, E ZS +. 


«5 SERUM X, Abair) Ma X, tiy zr LF 


w której, jak widzimy, wszystkie spółezynniki sa liniowe względem pe- 
wnej dowolnej funkcyi X, zmiennej niezależnej; a, b,, a, B,, ..., a, b, sa 
liczby stałe. 

Ze względu na równanie (7) układ (5) przybierze postać: 


du, 


da == M (Ue, — a, X, — b, )+a, X, +0, —p, , 
dyą b X 
dz = Ha (1, — a, X, — 1) Fä; 1 L a , 
(8) . 
din > SUE Fa 
dz = Un 2 (t —d X, =b, )--8,_-, X, PO Han 1 > 
dy 


= Uno (i —a X, —,)-+a, X, + b, , 
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skąd widoczna, że, jeżeli weźmiemy: 


8 
| a WE. buzdz KŻ ola >: E esaa 
a, a, 1 


natenczas z (8) otrzymamy równania warunkowe 


1 a, 
Gaw R : 
a Q„-; (A, 
Sa RADIR A 
E 


Mówiac innemi słowy, jeżeli w równaniu (7) liczby b,, b,, ..., bu, 
uczynia zadość warunkom (9), natenczas to równanie (7) da się całko- 
wać przez kwadratury w całej ogólności, gdyż następnem równaniem 
różniczkowem (4) w tym przypadku będzie 

(n—1) Go „(n=2) | 7% (08) Lu GER 
AR az o E bat. 


równanie liniowe ze spółezynnikami stałymi. 


Oczywista, że warunki (9) stosuja się także bez zmiany i do znanej 
klasy równań różniczkowych liniowych, których spółczynniki sa liniowe 
względem z, gdyż w tym szczególnym przypadku mamy X, = z. 

Dalej, możemy utworzyć nowa klasę równań różniczkowych, cał- 
kowalnych pod postacią skończoną , przyjmujae 


u FA, Y+b, s W= Y+ b, p: + ty Un—q FF Wn Y+ Gio; , 
gdzie Y jest jakabądź funkcya zmiennej niezależnej z, ilości zaś a, b, 
Q,, b, ,.+., Ani; Ön—ı Sa pewnemi liczbami. Równania (5) w tym przy- 


padku dadzą nam następujace warunki: 
X, =a fę+aV+0-(V+bhaF+d-X,), 
dY 
X; = (dy dz +a EF b, — (4% Y+ b, )(a, F+0,=A,), 
; 2 . i ; À (10) 
dY 
N =la F Oi Y+ b._, —(a,_, Y+b,_,)(a, Y + b, —X,), 
dY 
n =g 


"1 dx — (a; Tr b, (a, F b, p xX,). 
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Stąd wnioskujemy, że, jeżeli spółczynniki równania (1) przy po- 
mocy pewnej oznaczonej funkeyi Y i liczb stałych a, b,, a,, b,,... 
+, 0-1, Ön- dadza się wyrazić w sposób (10), natenczas równanie (1) 
daje się całkować przez kwadratury , jeśli tylko istnieją warunki (9). 
W rzeczy samej, wynikajacem z (4) równaniem różniczkowem będzie 


yo + (a, Y+ Bjy*"* + (a, Y+b) yh +... + (a, ,V+8,_,)y=u 


równanie, które, jak widzieliśmy powyżej, dozwala się całkować pod 
postacią skończona , jeżeli tylko spełnione sa warunki (9). 

Ażeby wyprowadzić jeszcze jednę klasę równań różniczkowych 
liniowych, których całka wyraża się przez kwadratury, załóżmy 


R 


a_ 1 
Ć Bój 


1 maż g? ? 1 n— | 


natenczas, z układu równań (5) otrzymamy 


a, —0,— 4 (a, z? TX, ) 


X = | 
T 
o RT, 
sii A E 
RE: 
£ 


Na zasadzie tego, cośmy powiedzieli powyżej, orzec teraz możemy, 
że w przypadku, gdy spółczynniki równania (1) określają się przez 
zwiazki (11) to przy zupełnie dowolnych liczbach a,, a,, ... , a,., 
równanie dane można całkować w całej ogólności pod postacia skoń- 
czona , ponieważ wynikającem równaniem różniezkowem (4) będzie 


ETSN ze SEBA i zd x = y=u 
równanie, które, jak wiadomo, daje się zawsze całkować przez kwa- 
dratury. 
Ze wszystkiego, co powyżej wyłożyłem, można w ogóle wywnio- 
skować, że, nadając różne kształty funkcyom pomocniczym p, y,, .-. 
+ .; Pa—-ı1; możemy odpowiednio odnaleźć nieskończenie wiele najroz- 
maitszych postaci równań różniczkowych liniowych, które można całko- 
wać pod postacią skończoną. Ograniczajac się jednak do tych kilku 
godniejszych uwagi klas, objaśnimy przykładem wyłożona teoryę. 
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Niech będzie dane do scałkowania równanie 
SEI - BL Br i + ic—(ic—c + I(x + 1—X,) TE | + 
da” 1 dæ”: A | 1 dz”! 
+ [n—1—n—z—n+ D(z+1-—X)]y=MX, (12) 


w którem X, i X sa jakiekolwiek funkcye zmiennej z. 


Spółezynniki tego równania czynia zadość warunkom (10), kiedy 
a, = 1, a, =2, 0, =3,..., a,_, =n—l, 
b =d=b,=...=b_;,=1; 8,,,=—(n—l) 
tudzież Y = z. 


W skutek tego będzie 
u, =1+-1, u =2x--1, u, =3x+-1, ..., Wn = (n—2) 1+1, 
Hn— 1 Gi (n—1)zx—n AB 1. 


Podług wyłożonej teoryi wynikajacem równaniem różniczkowem (4) 
będzie 
YP HEADY + (Za+-Dy*"* +-...+ [(n — 2)r + ly + 
+|((n—Di—n+1]y=u, (13) 


gdzie u wyznacza się z równania (6) 
fa+1-x,) w -fe+1-2, )dx r 
u =e ĉi La e > Xda (14) 


Ponieważ dla równania (13) spełniają się warunki (9), przeto we- 
dług tej samej teoryi następnem równaniem różniczkowem będzie 


y" 9 + Ży” 9 + By” ? +... +(n—ly=u,. (15) 
Równanie (6) dla tego ostatniego równania różniczkowego przy- 
biera postać 


du 
dz 


L =u+(1l—x)u,, 


z którego mamy 
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Wstawiając w ostatni wzór wartość na w (14), otrzymamy 


2 
rL = -+ Je +1—XY |) dz —f c+12x, ) | 


(16) NE FA e (+ | e Xdx) dz 


Jeżeli następnie, pierwiastki równania 
FE + 3r.. +(n—2)r+n—1=0 
ożnaczymy przez 
| Pó 24 26 WK HE 


natenczas całką równania (15) będzie 


„ARA, JA EERI 


Tat TE ra TnT zj RB +r,_,£ 
y=e | „+ |e "RETE > 


rx 
sax G RPG" do: 


ae) dz | 


Po wyrugowaniu z ostatniego wzoru funkcyi w, przy pomocy 
równania (16), łatwo otrzymamy szukaną całkę ogólna danego równa- 


nia (12).. 
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